Exercice 4 On considére une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi (Up,n > 1)
prenant ces valeurs dans G' (noter qu’il n’est pas nécessaire de supposer G fini). Soit E un ensemble
fini et F' une application de F x G dans F.

On construit, par récurrence, une suite (X,,n > 0) en posant, Xo =z € E et

Xn+1 = F(Xn, Un+1),n 2 0.

1. Montrer que (X,,,n > 0) est une chaine de Markov et exprimer sa matrice de transition P en
fonction de F'.

» Corrigé:

On remarque que les deuzr événements suivant sont identiques :

{F(X77,7 U7L+1) - In+17Xn =Tny--- 7X0 = ZEO} =
= {F(J/‘n, Un-i—l) - xn-}-th =Tpye-- 7X0 = JJO}.

On en déduit que :

]P)(Xn-i-l - xn-i-hX'n =Tpye-- 7XO = .’130) =
= P<F(Xn7 Un+1) = anrlaXn =Tp,..., X0 = 1‘0)
= ]P(F((I/.n7 Un+1) = Tn+1, Xn = Tpyeeoy XO - QC()),

comme Up1 est une variable aléatoire indépendantes du vecteur (X,,, X,—1,...,Xo), on
obtient

]P(XnJrl = xn+l7Xn =Tp,..., X0 = $0>
=P(F(xn,Uns1) = Ty )P(Xy, = 2, ..., Xo = 0),
:]P)(F(In,Ul :In+1))P(Xn :l’n,...,XO I’o) (1)

On a donc (définition de la probabilité conditionnelle)
P(Xpt1 = 2pt1|Xn = @n,y ..., Xo = 20) = P(F (2, U1 = Tpt1)).
En sommant l’équation (1) sur toutes les valeurs de x,_1,...,x9 on obtient
P(Xnt1 = xpt1, Xn =) = P(F(zn, U1 = 2p41)P(X,, = ),

ce que l'on peut réécrire P(X 41 = py1|Xn = xn) = P(F (2, U1 = 2p41)).
Ce qui prouve que X est une chaine de Markov et que sa matrice de transition est donnée
par P(x,y) =P(F(x,U; = y)). <
2. On définit T par
T =inf{n >0,X, = x0}.
Montrer que Y, = X, est aussi une chaine de Markov. Calculer sa matrice de transition en
fonction de celle de X.
» Corrigé:
On wvérifie par récurrence que Y, satisfait pour n > 0, Yoi1 = F(Yn, Uny1)lqy, a0} +

rolgy, —ao}- En posant G(z,u) = F(2,u)1 {52001 +201 5=z}, 0N v0it que Yy, 11 = G(Yy, Uny1).
Ce qui prouve que Y est un chaine de Markov de matrice de transition (Q donnée par

Qz,y) = P(G(z, Uy = y)).

Sur cette formule, on vérifie facilement que, si x # g, pour tout y, Q(x,y) = P(x,y). Pour
x=z0 on a, Q(zo,z0) =1 et Q(z0,y) =1 poury # xo. 4



Exercice 5 1. Soit (X,,n > 0) une chaine de Markov de matrice de transition (P(z,y),z €
E,y € E) et de loi initiale (i.e. la loi de Xg) (u(z),x € E). Calculer la loi du vecteur
(X0, X1,...,Xp) et en déduire la loi de X,.

» Corrigé:
La propriété de Markov, nous dit que

P(Xn = xn|Xn—1 =Tny--- 7X0 = .’IIQ) = P(an_l, .’L‘n),
ce que l'on peut réécrire
P<Xn = xannfl =Tn—1,--- 7X0 = LUO) =
= P(xnflyxn)P(anl =Tpn—1y--- 7X0 = (EO)~
On obtient, par récurrence, la loi de (X, X1,...,X,)
P(Xn = Tn, anl =Tn—1y-++, XO = {Eo) =
= P(XO = l’o)P(l’o,l’l) N P(In_g,xn_l)P(In_l,In).

Pour obtenir la loi de X,,, il suffit de sommer la formule précédente en x,_1,Tpn_o,...,Tq,
et l’on obtient

P(Xn = mn) = Z /L(Zo)P(CEo,xl)...P((L’n_l,xn).

ro€EE,x1€E,...,xy_o2€EE x, 1€EE
On peut réécrire cette derniére formule a 'aide de notations matricielles sous la forme
P(Xn = -r'rb) = [Upn](xn)'
<
2. Montrez que P"(z,y) = P(X,, = y|Xo = x). En particulier, montrez que si la chaine part d'un
point déterministe zg [i.e. X = zo avec probabilité 1], alors
P(Xn = y) = P"(@0,1).

» Corrigé:

Dans ce cas u(x) = P(Xg = x) vaut 1 pour x = xy et 0 sinon. Autrement dit, le vecteur
(ligne) p = (0,0,...,1,...,0) (le 1 correspondant a l’état xg). La formule de [’exercice
précédent s’écrit simplement

P(X, = z,) = P"(xo,x,).
<
3. Calculer la loi du couple (X,,, Xn), pour n < N, et en déduire que
E(f(Xn)|Xn = 2) = PN f(x),

et, en particulier, que si Xy = g avec probabilité 1, E(f(Xx)) = PN f(xo).
» Corrigé:
La propriété de Markov implique (exercice 2, question 1) que

P(Xy =2n,XNv-1=2N-1,..., X0 =20) =
= ]P(X() = .Z‘())P([L‘(),"L‘l) .. -P(xN727xN71)P(fEN71>$N)'



Lorsque n < N, en sommant sur toutes les valeurs de xg,x1,...,Cn—1,p41,.-,TN—1, ON
obtient
P(Xy = 2N, Xy = ) = [pP™)(20) PN 7" (20, ).

On obtient donc une formule pour le loi du couple (X,,, Xn). Notez que cetle formule se
réécrit aussi

P(Xy = an, X = 23) = P(Xy, = 2) PV " (wn, ), (2)
puisque P(X,, = 2,) = [1P™)(n).
Soit f une fonction de E dans R, on a

E (f(XN)1{x,=}) Z FWLx, =2 xn=y}
yeFE
=Y f@P(Xn==2,Xn=1y).
yekE

En utilisant l’équation (2), on obtient
E (f(XN)1{x,=a}) = P(Xn =2) > PN ""(2,9)f(y).
yeE
Comme (par définition)

E (f(XN)l{Xn:z})
P(X, = x) ’

E(f(Xn)|Xn =) =
on obtient la formule demandée. 4

Exercice 6 Soit (X,,,n > 0) un processus de Markov de matrice de transition P sur un espace fini
E. Pour une fonction f de E dans R, on note P’f(x) = f(x), puis récurence

Pk—l—lf ZP P y Pk )
yeE

1. Vérifier que P* est bien la puissance k-iéme (au sens du produit des matrices) de P.

» Corrigé:

Si on note les fonctions f, Pf, ..., PNf comme des vecteurs colonnes et que P désigne
une matrice, la relation précédente est bien la définition par récurrence du vecteur PF+1f.
<

On définit u(n,x) par
u(n,z) = PN""f(z),z € E,n <N,

2. Vérifier que l'on a
u(N,z) = f(x) z€FE
u(n,z) = > cpP@yun+ly) z€En<N.

» Corrigé:
= f(x) (P°f = f). D’autre part u(n,z) =
+1,)](z) ou encore

N,
=Y P(z,y)uln+1,y).

yer

En faisant n = N on obtient bien u(
(PN fl(w) = [PIPY=0 D f)(2) = Plu(n

x)



3. Montrer que E(u(n, X)) = E(u(n + 1, X;,41)) pour 0 < n < N.
» Corrigé:
On note xg., pour (xo,...,x,). La lot de Xo.nt1 = (Xom, Xnt1) est donnée par (c’est un

fagon d’exprimer la propriété de Markov)

P (Xom+1 = Zom+1) = P (Xon = Toin, X1 = Tng1)

=P (X03” = xOW) P(Z‘n, mn+1)~
E(u(n+1,Xn41)) = Z u(n+ 1, 2pp )P (Xome1 = Zomg1) s
Toint1EENT2
[propriété de Markov] = Z un+1,2,1)P (Xo.n = 70:0) P(Tn, Tns1),

zo.n€ENTL ,JTnt1€EE

= Z ]P(XO:n = :L'O:n) Z P({En, (En+1)u(n + ].,(L'n+1),

wO:r;EE"’+1 .’L'n+1€E
[définition de u(n,.)] = Z P (X0 = Tom) u(n, z,) = E (u(n, X,,)).
xzo.n€ENTL

<

4. Redémontrer & partir de cette propriété, le résultat de l'exercice précédent : si la chaine part
de xg a l'instant 0, E(f(X,)) = u(0,20) = PV f(x0).
» Corrigé:
On écrit, en utilisant la propriété précédente N fois
E(u(N,Xn)) =E(u(N —1,Xy-1)) = =E(u(1,X1)) = E(u(0, Xo)).
Comme, d’une part E(u(N, Xn)) = E(f(Xn)) (u(N,.) = f(.)) et d’autre part E(u(0, X)) =

u(0, o) (puisque Xo = xo avec probabilité 1), on obtient

U(O, .Z‘Q) = ]E(f(XN)



